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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous étudions l'ordre (d'algébricité) d'un 
courant positif pluriharmonique et nous le comparons soit avec l'ordre 
de ses tranches concourantes soit avec ses ordres directionnels. Des es- 
timations de croissance de la fonction de Lelong sont établies dont le 
problème d'algébricité du courant est traité comme conséquence. 

Orders of positive pluriharmonic currents 

Abstract. In this article, we study the order of a positive pluriharmonic 
current and we compare it with either the order of the concurrent sliccs 
or the directionnel orders of the current. Therefore some estimâtes of 
the growth of the Lelong function are established and the problem of 
algebraicity of the current is treated as a resuit. 



1. Préliminaires 

Dans tout ce travail on utilise les notations suivantes : Pour r > 0, B(r) = 
B n (r) := {z € C ra ; \z\ < r} la boule euclidienne de C n de centre et de 
rayon r et pour tous < n < r2, B(n,r2) := {z S C n ; r\ < \z\ < r2\ = 
B(r2) \ B(n) ainsi que les opérateurs 




Notons @ Pj q(C n ) l'espace des formes différentielles de classe à supports 
compacts de bidegré (p, q) dans C n . L'espace des courants de bidimension 
(p, q) (ou de bidegré (n — p,n — q)), noté ^ p<g (C n ), est par définition le dual 
de @ Pi q(Q) muni de sa topologie usuelle. 

Soit T G £Fp )P (C n ) ; on dit que T est positif si T A ia\ A â.\ A ... A ia p A â p 
est une mesure positive pour toutes a\,...,a p G ^i 5 o(C n ). Le courant T 
est dit fermé si (dT, (fy) := -(T, d(f>) = pour tout <p € %- hp (C n ), il 
est dit plurisousharmonique (psh)(resp. pluriharmonique (ph)) si dd c T est 
un courant positif (resp. dd c T = 0) où (dd c T, (p) := (T, dd c (f)) pour tout 

<f> e %-i, p -i(C n ). 
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On associe à un courant positif T de bidimension (p,p) sur C n , la fonc- 
tion de Lelong définie par z^r(j) = ^ Jw r ) T A (dd c \z\ 2 ) p . Si T est positif 
plurisousharmonique alors vt est croissante sur ]0, +oo[. Un courant positif 
T est dit algébrique si la fonction vt est bornée (Pour T = [X], le courant 
d'intégration sur un ensemble analytique X, l'algébricité de T est équivalente 
à l'algébricité classique de X). 

Soient k < p < n et la projection canonique ir : par 
tt(z' , z") = z' . Soit h une fonction positive borélienne bornée à support com- 
pact dans la boule unité de C k telle que f ck h(z')d\k(z') = 1. Pour e > 0, on 
pose h e (z') = e- 2k h(z'/e). Soient T G %^{C n ) un courant positif et a G C fc , 
la tranche (parallèle) de T par h au point a noté (T, 7T, a}^, est la limite 
faible dans S£_ fciP _ fe (C n ), quand elle existe, de T A ir*(h e (z' — a).(dd c \z'\ 2 ) k ) 
quand e — )• 0. Si T est un courant positif pluriharmonique, D'après [5], il 
existe un ensemble de mesure de Lebesgue nulle de C k en dehors duquel 
la tranche de T existe et est indépendante de h. 

Dans la suite soient p, q < n des entiers tels que p + q > n et G q ^ n la 
Grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension q dans C n munie 
de sa forme Kàhlerienne standard u) q et la métrique de Fubini-Study as- 
sociée notée fi q (ou simplement [A s'il n'y a pas d'ambiguïté). Soit X q>n = 
{(z,L) éC"x Gq jn ; z G L} le nbré vectoriel de rang g au dessus de G q>n , 
muni des projections canoniques tt : X q , n — > G q ^ n et a : X q ^ n — > C n ; 
alors [3x q n '■= ft*u q + a* [3 définie une forme Kàhlerienne sur la variété X q ^ n 
qui est de dimension dira X q , n = n + (q — l)(n — q). La restriction o"o de 
a à X' qn := cr _1 (C n \ {0}) est une submersion sur C n \ {0}. Soit T un 
courant positif pluriharmonique sur C n , alors (TqT définit un courant positif 
pluriharmonique sur X' de masse localement finie au voisinage de cr _1 (0) 
(cf. |3]), et d'après Dabbek-Elkhadhra-El Mir j5], l'extension trivial de 
cjgT par zéro au dessus de cr -1 (0) est un courant positif de dd c — négatif de 
dimension p + (q — l)(n — q) sur X q>n , qu'on notera (JqT. On pose alors 

• a*T = cTqT si q > n — p, où n — p est le degré de cr^T. 

• a*T = cJqT + i/(T, 0)[o" _1 (0)] si q = n — où f(T, 0) est le nombre de 
Lelong de T en 0. 

Comme précédemment, il existe un ensemble Et de la grassmannienne 
G q>n de mesure de Fubini-Study nulle tel que la tranche (concourante) 
( a*T, 7T, L } de T, qu'on notera ici Tb, existe pour tout L G := G qjTl \ET- 
Quand T est à coefficients continus, cette tranche coincide avec la restriction 
usuelle de T à L. De plus en dehors d'un ensemble négligeable de CIt, Ti l 
est un courant pluriharmonique ; on peut donc supposer dans toute la suite 
que Ti L est bien défini et est pluriharmonique sur ÏÏt- 
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On note par 

la fonction de Lelong de Tj L avec X q ^ n (r) = a~ 1 (M(r)). 

Définition 1. Un courant positif est dit d'ordre d'algébricité g fini si la 
limite suivante est finie 

logz/ T (r) 
Ê> := iimsup — ; < +00. 

r~>+oo log r 

Dans toute la suite on utilise seulement ordre pour indiquer l'ordre d'algé- 
bricité. A noter que l'ordre du courant d'intégration sur un ensemble analy- 
tique X, est égale à l'ordre classique de l'ensemble analytique X (cf. [1]). 



2. Ordres des tranches concourantes 

2.1. Théorème principal et conséquences. Le résultat principal de cette 
partie (théorème [T]) consiste à contrôler la fonction vt du courant T par celles 
de ses tranches sur la grassmannienne. 

Théorème 1. Soient T un courant positif pluriharmonique de bidimension 
(p,p) sur C n et E un ensemble borelien de de mesure de Fubini-Study 
fj-(E) non nulle. Alors il existe deux constantes c±, C2 > qui dépendent de 
E telles que l'on ait 

c\v T {c 2 r) < / u T (r)dfi(L) 
Je 

pour tout r suffisamment grand. 

Corollaire 1. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension 
(p,p) sur C n . On suppose qu'il existe un ensemble E de mesure non nulle 
de la grassmannienne G q ^ n tel que T\ L soit un courant algébrique pour tout 
L G E, alors T est algébrique. 

Notons que ces deux résultats sont démontrés par les mêmes auteurs dans 
[7] dans le cas d'un courant positif fermé. 



Démonstration. Pour tout N G N*, on pose Sê^ := {L G E; VT, L {r) < 
N, V r > 0}. Comme fJ-(E) > et, par hypothèse, \J n 3$n = E donc il 
existe iVo > tel que fi(â§N Q ) > 0. D'après le théorème [H il existe deux 
constantes c\, C2 > telles que 

Mr) < — [ vt. l ( — J dfi(L) < -N of i{<% No ). 

□ 
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Corollaire 2. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension 
(p,p) sur C n . Soit (r m ) m une suite de réels positifs croissante vers +00. 
Alors l'ensemble 

f ^ , VT ]L (ar m ) ) 

E := { L G ÇÎt'i li m 7 — n — = 0, pour tout a > > 

[ m ^+oo v T (r m ) J 

est de mesure nulle. 

Ce corollaire est démontré par Amamou-Ben Farah [2] dans le cas des 
courants positifs fermés et q = 1, ce qui correspond à l'espace projectif P" . 

Démonstration. Supposons que n{E) > 0. Pour s € N, on considère 

Es;= / L£S!t; lim ^4^ = 0}. 

{ v T (r m ) J 

On a E = U S E S et d'après le théorème d'EGOROV, pour tout s G N il existe 



K s C E s de mesure /jl(K s ) < tel que la suite ( — — r- ) converge 



^ L ^ La \ u T {r m ) 



vt u (sr m ) 



m 



uniformément vers sur E s \ K s . Si on note par W = E \ U S K S , alors 
fi(W) > n(E)/2 et la s 
W (V a) ce qui donne 



. ut (car m) 1 

£t(W) > fj,[E)/2 et la suite ( t ) converge uniformément vers sur 



m 



f v T (ar m ) 
lim / — ] — t — r-dn(L) = 0, V a > 0. 
-++°°Jw v T (r m ) 



m— >+oo 



Comme //(W) > 0, le théorème [T] implique l'existence de deux constantes 
ci, C2 > tels que 

^| L (^r m ) 



ci < / ^V» "X L) 

pour m suffisamment grand ce qui est en contradiction avec la limite est 
nulle quand m tend vers l'infinie. □ 

Corollaire 3. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension 
(p,p) sur C n . S'il existe un ensemble E C de mesure non nulle de la 
grassmannienne G q ^ n tel que Tj^ soit nul pour tout L € E alors T est nul. 

Démonstration. Comme n(E) > 0, d'après le théorème [U il existe ci, C2 > 
tels que pour tout r suffisamment grand on a 

Mr) < — f vt ]l (-) dfi(L) = 0. 
ci Je V c 2/ 

Ce qui donne T = 0. □ 
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2.2. Preuve du théorème [TJ. la démonstration du théorème [U se fait par 
récurrence sur l'entier q où on utilise les lemmes [T] et [2] qui suivent. 

Lemme 1. (formule de type Crofton^) Soit S un courant positif plurihar- 
monique de bidimension (p,p) sur C n . Alors pour tout r > on a 

»s{r) = / v s . L (r)dfi(L). 



Démonstration. Soit Xk un noyau régularisant qui ne dépend que de \z\ sur 
C n , on note par S k = S * Xk le régularisé de S qui est un courant positif 
pluriharmonique de classe C°° sur C n . D'après Alessandrini-Bassanelli 
[lj, la suite (o-*(S k )) k est bornée en masse, alors quitte à extraire une sous 
suite, on peut supposer que (cr*S k ) k converge faiblement sur X q>n vers a* S. 
D'après la formule de Lelong-Jensen, pour < r\ < r2 < r, 

-4 / s k /\(dd c \z\ 2 y—L [ s k A(dd c \ z \ 2 y = [ s k A(dd c io g \z\ 2 )p. 

r 2 JM(r 2 ) r x JB(n) JW>(r 1 ,r 2 ) 

Donc si n ->- 0+, \- [ S k A (dd c \z\ 2 ) p = [ S k A (dd c log \z\ 2 ) p . 

r 2 P 7B(r 2 ) iB(r 2 )\{0} 

Quitte à remplacer S par S A (dd c \z\ 2 ) p ~ q , on peut supposer que p + q = n, 
donc on peut appliquer l'égalité (prouvé par SlU ([9], pl28)) : 

(dd c io g |z| 2 ) p = ^^ ( _ n ; p) 

où uJn-p est la forme Kàhlerienne canonique de G n _ Pjn , et par suite 
\-\ S k /\(dd c \z\ 2 ) p = [ S k A (dd c log \z\ 2 ) p 

r Jm(ro) JMro.KiO} 



B(r 2 )\{0} 

*,.,P(«-p) 
n—p 
(r 2 )x{0} 

*, J>{n-p) 
n—p 

n)) 



S k A a*ir*ut 



a b k A 7r CJ; 



Or 



,.2p 



/ SA(cM c [z| 2 ) p < liminf-^ / S fe A (dd c \z\ 2 ) p 

< limsup / o~*S k A 7r*u;^_„ p ^ 

fc^+oo Jff-l(B(r 2 )) 



/ * C A * P( n_ P) 

L(B(r)) 



et 



* O a * P( n -P) ^ T ■ £ / * C a * P( n ~P) 

(j i Aît ^ n -p S ùm mf / a b k K~K uj n _ p 

tr-^B^i)) " ' fc^+oo J CT -i(B( r2 )) ' 

< limsup-^ f S k A(dd c \z\ 2 ) p 

k-s-+oo r 2 JM(r 2 ) 

< "4 / 5A(^ c |z| 2 )P. 

TV 7B(r) 
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Si on tend r\ — > r (r en dehors d'un ensemble au plus dénombrable) , on 
obtient 



4" f S A (dd c \z\ 2 ) p = [ a*S 
r 2p JbM Ja-HMM) 



î(r) Ja- 1 (M(r)) 

Et d'après la formule de tranchage on a 



* p(n—p) 




/ * O A * P( n ~P) / 

/ (7 <S A 7T W„_„ = / 

Ja-!(B(r)) Ji6 

D'où -L / ^ A (dcf M 2 f = / f / 5, L ) ^ { _7 p) . □ 

r p JB(r) JLeG n - p , n \JLm(r) J 

Remarque 1. Dans le cas des courants positifs fermés, la formule de Crof- 
ton est démontré par Siu [9] en 1974. Une question naturelle se pose : A-t-on 
une formule pareille pour les courants positifs plurisousharmoniques ? 

Lemme 2. [5] Soit S un courant positif pluriharmonique de bidimension 
iPiP) sur un ouvert O de C n . Soit f une fonction psh , f > —1 de classe C 2 
sur O telle que O' = {z G O; f(z) < 0} soit relativement compact dans O. 
Si K un compact de O' , on pose ck = — sup zgA - f{z). 

Alors pour tout entier 1 < s < p et pour toute fonction g psh de classe C 2 
sur O' vérifiant —l<g<0 on a : 



[SA (dd c g) p < c~ K s j S 

Jk Jo' 



A {dd c f) s A {dd c g) p - 



Si S est de classe C 2 alors le lemme reste vrai en omettant l'hypothèse de 
régularité de / et g. 

Démonstration. ( du théorème [2P On procède par récurrence sur q. 

• (7=1: Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension 
(n — l,n — 1) sur C n et E C CIt C f 71 " 1 de mesure non nulle. 
Si w G P n_1 , on note L w l'hyperplan de C n , d'équation w\Zi + 
... + w n z n = et [L w ] le courant d'intégration sur L w . La fonction 

fw(z) = — — - — j — j — - est psh sur C n et [L w ] = dd c log \f w \. Soit 

v la fonction définie sur C n par 

v(z) = [ log \f w (z)\dfJLE(w) où Ve = -t^:H\e 

alors v est psh sur C n qui vérifie log \z\ — r\ < v(z) < log \ z\ pour 
tout z G C n où r\ > est une constante. 

Soit Xj un noyau régularisant qui ne dépend que de \z\ sur C™, 
on note par Tj = T * Xj le régularisé de T qui est un courant positif 
pluriharmonique de classe C°° sur C n . 
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Fixons r > et soit 1 < 5 < 2. Soit la fonction psh sur C n 
définie par cf)(z) = max(— 1, v(z) — log(ôr)). 

Le lemmeEl appliqué à O = C n et O' = {z G C n ; <j>(z) < 0} qui est 
inclus dans B(5re r? ), donne 



3 

\z\<r 



Ta A /3 n ~ 2 A dd c 



ôrév 



2 A . 1 

k>g<5 



et par suite 



Tj A /3"" 1 < r 2 --^— / Tj A /3 n ~ 2 A dcf u. 

'|*|<r J\z\<SreV 

Soient < C2 < 5e v et ip une fonction C°° sur C n vérifiant tn(Sev r ) — 
V> < Ïbc^v On pose 

_ Kg) log£ 

• ^ T : = { r > 0; ||T||(ôB(r)) > ou \\T\\(dM(ôr)) > 0} 

est au plus dénombrable et pour r G" Aj>, par passage à la limite 
quand j — > +oo, le théorème de Fubini donne 



il>T A efcflog \f w \ A (3 n - 2 d^{w 



T A /3 n < %bT A(3 n ~ z Add c v 

\z\<r c l JC™ 



ci Je 

„2 




< - I I TA[L w ]Af3 n - 2 dii(w) 

Cl 7£ Jb|<J-r 

Ce qui donne le résultat pour le cas q = 1. 

• Supposons que le résultat est vrai à l'ordre g > 1, c'est à dire sur 
G qtn , et prouvons le à l'ordre q + 1. L'idée est de ramener le problème 
de Gq + i tn vers Gq >n , pour cela, on considère l'ensemble : 

Y q , n = {(A A) G x G q+hn ; Le A} 

et les projections canoniques : 

c - _ v 3 ~ 

^q^n - 1 q,n ^*q-\-l,n 



X 1> n C n ^ Q +l,n 

On muni de la forme Kàhlerienne ui = g*uj q + f*ui q+ \ et donc 
de la mesure de Fubini-Study correspondante m. On vérifie que 
g^m<S>fi q+ i = [i q ®f*Tn, de plus la valeur k = m(<? _1 (A)) = m(/ _1 (L)) 
est indépendante de L G G q ^ n fi q — presque partout et de A G G q+ i^ n 
Hq+i— presque partout. 

On a a*T est un courant positif de dimension p + (q — l)(n — q) sur 
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X qtn , de même cr* +1 T est un courant positif de dimension p + q(n — 

q-1) sur X q+1)n . 

Soit AeE cn T = G q+ 

On remarque que G q ^ q+ i(A) = f(g^ 1 (A)), et comme Tu est positif 
pluriharmonique, d'après le lemme[H on a 



u T ÏA (r) = / v T {r)d{f*m){L) 

JLef(g-HA)) 



d'après Fubini on a, 



^T |A (r)d^ +1 (A) = \ vt (r)d(/*m)(L) d// 9+ i(A) 



VT lL (r)d(g*m)(A) d/i q (L) 

LEf(g-i(E)) \ JA€g(f-HL)) J 



= « / VT ]L (r)dn q (L). 

Comme f{g~ l {E)) est de mesure non nulle dans G qtU , d'après l'hy- 
pothèse de récurrence, il existe c±, c 2 > tels que 



Donc 



c\v T (c 2 r) < / v T . h (r)dn q {L). 

KCiu T (c 2 r)< / u T (r)d/j, q+ i(A). 
Je 



□ 



2.3. Applications du théorème Q3 Le résultat suivant est une illustration 
des résultats précédents sur les courants positifs pluriharmoniques d'ordres 
finis. 

Théorème 2. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension 
(p,p) et d'ordre g fini sur C n . Alors pour presque tout L G G q ^ n , T\ L est 
d'ordre ql égal à g. 

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes. 

Première étape : gi > g, fi— presque partout. 

Par définition, il existe une suite (r m ) m croissante vers l'infinie telle que 
log(^(r m )).(log(r m )) _1 — > g. On considère alors l'ensemble 

m— )-+oo 

f UT lr (ar m ) ! r 

E = < L G Q T ; lim — — — = 0, pour tout a > } U 

m^+oo V T [r m ) 
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qui est de mesure nulle (d'après le corollaire [2]) . Pour L E, il existe ao > 0, 
une sous suite, notée de même (r m ) m , tels que 
limsup m ^. +00 v T \ L {aor m )/v T (r m ) = a L G ]0,+oo]. Or 

log u T]L (a r m ) _ logu TlL (a r m ) - log(i/ T (r m )) logzy T (r m ) ^ logr m 



log(a ^m) log(a r m ) logr m log(a r m )' 

Le terme de gauche de cette égalité admet une limite-supérieure plus petite 
que ql quand m tend vers +oo, alors que le deuxième terme de droite tend 
vers q. 

Dans le cas où aL < +oo, 



log v T (a r m ) - \og{v T {r m )) 



Ut \l ( a ° rm ) 
VT{r m ) 



limsup — - — — - ^ — = limsup ^— r — — = 0. 

log(a r m ) m^+oo \og(a Q r r , 



m— >+00 



Dans l'autre cas, = +oo, on a pour m suffisamment grand, 
\ogVT ]L {aor m ) \ogv T {r m ) \ogr m 



log(a r m ) logr m log(a ^m) 

Donc qi > g. 

Deuxième étape : ql < g, fj,— presque partout. 
Pour tout e G ]0, 1[ et 7 > 1 fixé, on pose 

f u ( ,\ l+(log(log 7 fe )) E - 1 ï 

= \L G G q , n ; u TlL (j k ) > (log 7 fc ) Ml k )j , k G N. 



Alors 



/ \ l+(log(log7* : )) <!_1 



e,fc 



Par suite 

/ n -i-(io g (iog 7 fe )) e - 1 
< (log 7 J 

Posons é> € = rtj->i Ufc>j <^ ej fc. Puisque 
lim (log k) 2 (log7 fc ) " = lim (log k) 2 exp{-(log(log 7 fe )) e } = 



fc— >+oo V / k— >-+oo 

alors 



v^A A -l-(log(log t* 1 ))"" 1 
2^(log7 ) <+oo 



fc=i 
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et donc p{é> e ) = 0. Pour L $ e , il existe ki tel que pour k > ki, VT\ L (l k ) < 

(logT*) 1 *^^ 1 ^). 

Si r est tel que 7 fc_1 < r < 7 fc alors 

(2.1) u T]L (r) < (log 7 r) 1+(log(logr))E " 1 i/ T ( 7 r) 

et ainsi 

logi/T (r) /(I + (log(logr)) e - 1 )log(log 7 r) 
:= limsup — : < limsup h 

r — >+oo logr r — >+oo \ log r 



log u T {ir) 
logr 



< Q- 



□ 



Définition 2. Une fonction dérivable p : ]0, +oo[ — >]0, +oo[ est appelée 
ordre précisé si elle admet une limite finie g à l'infini et 

lim p (r).rlogr = 0. 

r-->+oc 

Un courant positif pluriharmonique T d'ordre g fini est dit de type minimal 
(resp. normal, maximal) par rapport à un ordre précisé p(r), où p(r) — > g, 
si la limite 

<t(T) := limsup ^4"T = ( res P- ^CO G ]0,+oo[, a{T) = +oo). 

r->+oo rPv> 

Comme conséquence des résultats précédents on généralise, au courant 
positif pluriharmonique sur G q . n , un résultat démontré par Gruman [8] 
pour les ensembles analytiques et par Amamou-Ben Farah [2j pour les 
courants positifs fermés sur p n_1 = G\ n . 

Corollaire 4. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension 
(p, p) sur C n d 'ordre g fini et de type normal par rapport à un ordre précisé 
p(r). Alors pour presque tout L € Gq >n , Tj^ est de type normal ou maximal 
par rapport à p(r). 

Démonstration. Pour alléger l'écriture on note par a := cr(T) et ai '■ = 
a{T\ L ). Par hypothèse, il existe une suite (r m ) m croissante vers +co telle 
que iA r (r m ).r -p ( rm ) — > a. Soit 

E = < L G Q T ; lim — — = 0, pour tout a > } U fik. 

1 VT(r m ) 



m— >+oo 



D'après le corollaire El E est de mesure nulle. Pour L E, quitte à extraire 
une sous suite de (r m ) m , il existe Qo > tel que 
a L ■= limsup m ^ +OCl u T (a r m ) /u T (r m ) € ]0,+oo]. 
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T| £ (aoïm) = VT\ L (aor m ) y T (r m ) rP{rm) . p{aorm) 1 



Ql(m) Q 2 (m) Q 3 (m) g 5 ( m) 

Si m — > +00, la première quantité Qi(m) admet une limite-supérieure 
inférieure ou égale à ol, Q2{m) tend vers a/,, Qs(m) tend vers a et Q^{m) 
tend vers a$ e . Pour Q4(m), le cas ao = 1 est évident, dans l'autre cas, 
d'après le théorème des accroissements finis, il existe c m entre r m et aor m 
tel que 

log(Q 4 (m)) = (p(r m ) - p(a r m )) logr m = p'{c m ){l - a )r m log r m 
donc pour m suffisamment grand il existe une constante Cte > tel que 

|log(Q 4 (m))| < Cte. \ p'(c m )c m log c m \ 
et par suite log(Q4(m)) — > si m — » +00. En effet : 

• Si ao > 1 , on a r m < c m donc r m log r m < c m log c m et on peut prendre 
Cte = ao — 1. 

• Si ao < 1, on a ao?~ m < c m < r m donc 

r m logr m log 

'm 

r m log r m = c m log Cm. < c m log c„ 



c m logc m a log(a r m ) 

et, pour m suffisamment large, on peut choisir Cte = 2(1 — ao)/ao- 

Si on tend m — » +00 l'équation (I2.2p donne gl > a£,a/aQ et donc Tj^, est au 

moins de type normal par rapport à p(r). □ 

Remarques 2. 

- S'il existe un Borélien E de mesure non nulle de G q ^ n et une constante 
b > telle que pour presque tout L £ E 011 ait Tj L est de type ai < b 
par rapport à un ordre précisé p(r) alors T est de type fini par rapport 
à l'ordre précisé p(r). 

En effet, d'après le théorème [Q il existe c±, C2 > tels que pour r > 
(suffisamment grand) on ait 

< Cl bp{E)rP^ r )-P^(f 2 {c2r) 

De plus, d'après la démonstration du corollaire Hl le terme de droite de 
cette inégalité admet une limite finie (= cxb^E)^) quand r — » +00. 

- On a prouvé que 

{VT u {otr m ) \ 
L G T ; lim — ^ — — = +00 Va > > C {L G Vt T ; a L = +00} 
m->+oo V T [r m ) J 

et on a le premier ensemble est de mesure nulle (voir le lemme [3] suivant). 
A-t-on l'ensemble {L € G q ^ n \ Eq; ai = +00} est aussi de mesure 
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nulle ? c'est à dire que T\ L est-il aussi de type normal par rapport à 
p(r), ^—presque partout? 

Lemme 3. Avec les mêmes notations du corollaire^ l'ensemble 

{l^Ti L (fil Lf m) 1 
L G fl T ; 3 ai > 0, lim — — - — - — = +oo > 
nw+oo V T (r m ) j 

est de mesure nulle. 

Démonstration. Pour tout s G N*, on considère l'ensemble 

A s :=Ln T ; lim = ) . 

[ m->+oo v T]L {sr m ) J 

Si L G .s/oc alors pour tout s > aj,, on a I £ 4 S . Donc sé^ C U se N*.A s . Par 
suite pour montrer que [i(s^oo) = il suffit de montrer que fJ,(A s ) = pour 
tout s G N*. 

Supposons qu'il existe so > tel que A so soit de mesure fi(A SQ ) > 0. On a 
pour tout L G Aj , lim m _ i . +00 VT(fm) / ^T\ L (sor m ) = 0. D'après le théorème 
d'EGOROV, on peut supposer que la convergence de cette suite vers est 
uniforme sur A SQ . Soit e > 0, il existe m t > tel que pour tout m > m t on 
a 

(2.3) l/T , (rm) r < 6 VL£4 S0 . 

D'autre part, d'après le lemme [H pour tout m > on a 

VT lL (sorm)dfi{L) < / i>T }L (sorm)dn(L) = v T (sQr m ). 

Donc 

(2.4) / ^ S0r jdKL)<l 



'A so VT(s r m ) 

Les deux inégalités (|2.3p et f|2.4[) donnent, pour tout m > m e , 



VT(sor m ) J Asq UT{sor m ) 

VT lL (sor m ) t>T{sor m ) 



dfi(L) 



A.. 



VT lL {sor m ) 



< e / -d^L) < 6 

VT{sor m ) 



As 



c'est à dire que lim m ^. +00 vr^Jm) / Vr(so?"m) = 0. Donc 
VT{r m ) 



a := lim 

m— »+oo „P( r ™) 



Um f Mr m ) x ^r(«or m ) x o( so , m ) x r p(s r m) - p{ r m Ç 



m— >+oo 
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Modulo une petite perturbation, il existe un ordre précisé x( r ) P ar rapport 
auquel T ainsi que Ti L , pour presque tout L G G Çjn , sont de types minimales 
et c'est donné par le lemme suivant : 

Lemme 4. Si T est de type normal par rapport à un ordre précisé p(r) alors 
pour presque tout L G G q>n , T\ L est de type fini {minimal ou normal) par 
rapport à l'ordre précisé 

{ log(log(e - 1 + r)) . 
p{r) + si r ^ 1 

logr 
p(l) + \ sir = \ 

En particulier, si T est de type minimal par rapport à p(r) alors T et T^, 
pour presque tout L G G qyTl , sont de types minimales par rapport à x( r )- 

Démonstration. Vérifiant d'abord que x( r ) es t bien un ordre précisé. En 
effet x es t dérivable sur ]0 + oo[ et on a x( r ) — ► Q et 

r— ¥+oo 

/, x , t \ , 1 1 1 log(log(e - 1 + r)) 

X{r) = p (r) + — — - - - — — — 

(e — 1 + r) iog r log(e — 1 + r) rlogr log(r) 

donc r\og(r)x'(r) — > 0. 

r— >+oo 

D'après l'inégalité (|2.1|) . pour tout s G N, s > 2, en prenant e = 1/s et 
7 = 1 + 1/ s, il existe un ensemble négligeable de G ?)Tl vérifiant pour tout 

1 / j \ l+OogOogr))-^ 1 /» 

^T |L (r) < i/ r ((l + -)r) Mog(l + -)rj 
Soit := U s >2^. Alors est négligeable et pour tout I ^ on a 

1 / j \ l+ClogClogr))-^ 1 /» 

»T ]L (r) < vt{{1 + ~)r) (log(l + ~)rj V s > 2. 

Comme la fonction vt est semi-continue supérieurement, si on fait tendre s 
vers +oo dans l'inégalité précédente on obtient 

VT ]L (r) < (logr) 1+1/log(logr) i/ T (r) = e log(r> T (r). 

Par suite 

u T [L (r) v T {r) 
limsup 1-^— < limsup elog(r) — ^ = eo~(T). 

r x(r) - r ^ +00 p BV VM log(e - 1 + r) V 7 



r— »+oo 



□ 
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3. Ordres directionnels 

Dans cette section on s'intéresse au ordres (et ordres directionnels) des 
courants positifs de bidegré (k, k) dans C N = C n x C' m où k < n ; on 
utilise alors les notations (3 Z = dd c \z\ 2 , fît = dd c \t\ 2 , a z = dd c log\z\ 2 et 
a t = dd c log \t\ 2 pour tout (z, t) G C n x <C m . 
On a besoin du lemme de type Lelong-Jensen suivant : 

Lemme 5. [6] Soient T un courant positif plurisousharmonique de bidegré 
(k, k) dans C N = C n x C m où k < n et D un borélien relativement compact 
de C m . Alors pour tous < r\ <ri, 

A(n,r 2 ) := [ TA/3r fc A/3r+ 



„(r 2 )xD 



rp'" '"' Jn n (n)xD 



T A a"- fc A /3f+ 

l (n,r 2 )xD 



eM c T A fi n ~ k ~ l A /3 t m 




Par conséquent, la fonction 

r At>d) (t) := / TA A & 

1 y ' JB n (r)xD 

est positive et croissante, ce qui explique l'existence du nombre de Lelong 
directionnel, ^(t,d)(0) := n m r _K)+ ^{T,D){ r )i de T en par rapport à D 
suivant la direction de C n . On définit alors V ordre directionnel de T par 
rapport à D, suivant la direction de C n , par : 

log JY(T,D){r) 

Q(T,D) = hmsup : . 

V ; r^+oo logr 

Proposition 1. Soient T un courant positif plurisousharmonique de bidegré 
(k, k) sur C N = C n x C' m où k < n et D un borélien relativement compact 
de C m . Si T est d 'ordre g fini alors T est d 'ordre directionnel Q(t,d) fi™ Q u i 
vérifie Qit,d) — 2m + g. 

Démonstration. Si ô > 1 alors il existe r suffisamment grand tel que B n (r) x 
D C M N (ôr). 

(ôr) 2m v T (ôr) = 1 / TA(P z +fî t ) N - k 

{dryi? 1 k > Jm N (6r) 

* f X V(n-k) f TNB n - k Ml? 
Wr Kn k > JM n (r)xD 

> ô- 2 ^- k ^ {TtD) (r). 
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log [{5r) 2m v T {5r)] ^ log(<5- 2 ("" fc )^ TiD) (r)) 

Donc — > ; et en passant a la li- 

log r log r 

mite supérieure quand r tend vers +00, on obtient 2m + g > Q(t,d) et ia 
proposition est prouvée. □ 

Dans la suite on s'intéresse à la réciproque, à savoir la question suivante : 
si T est d'ordre directionnel fini, a-t-on que T est d'ordre fini ? Une réponse 
partielle positive est donnée par le théorème [3J; pour le citer on a besoin 
de quelques notions : Pour B un borélien relativement compact de C n , on 
définit de la même manière l'ordre directionnel de T par rapport à B sui- 
vant la direction de C m comme étant Q(b,t) '■= nmsu P r ->+oo l0g "^^ T> - - où 

^(B,T){r) = r 2(i- fc ) JexB m (r) T A A PT~ k - Le lemme suivant sera utile 
pour la suite, et sa démonstration est analogue à celle du lemme [2j 

Lemme 6. Soient S un courant positif de dd c — négatif de bidegré (k, k) sur 
C N = C n x C m où k < n et D un borélien relativement compact de C m . 
Soit f une fonction psh, f > — 1, de classe C 2 sur un ouvert O de C n telle 
que O' = {z S O; f(z) < 0} soit relativement compact dans O. Soit K un 
compact de O' , on pose ck = — sup zeK f{z). 

Alors pour tout entier 1 < s < n — k et pour toute fonction g psh de classe 
C 2 sur O' vérifiant —l<g<0ona: 



f SA {dd c g) n - k A & m < c K s [ SA {dd c f) s A {dd c g) p - s A /3™ 
JKxD JO'xD 

Théorème 3. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidegré (1,1) 
sur C N = C n x C m où n, m > 1. On suppose qu'il existe deux compacts 
D et D' d'intérieurs non vide de C n et C m respectivement tels que T soit 
d'ordres finis dans les directions de C m et C n par rapport à D et D' , alors 
T est d'ordre fini. 

Démonstration. Pour r > on a M^(r) C K r := B n (r) x B m (r), donc 

Comme D est un compact d'intérieur non vide de C n , il existe une fonction 
psh u (la fonction extrémale de Siciak associé à D ) de classe C 2 sur C n 
telle que la mesure {dd c u) n soit à support dans D. De même il existe une 
fonction v psh de classe C 2 sur C m telle que la mesure (dd c v) m soit portée 
par D' . De plus elles vérifient max(log \z\, — 1) < u(z) < log \z\ + A pour 
tout z G C™ et max(log |t|, -1) < v(t) < log \t\ + C pour tout t G <C m où A 
et C sont deux constantes. Considérons e > et la fonction 

. , / u(z)-A \ ( v{t)-C 

w ( z t) = — V r - 1 + ï—V r - 1 

V ' ; V og l + 2r J V °g( 1 + 2r 
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Alors w est une fonction psh de classe C 2 sur qui vérifie, pour r as- 
sez grand, w > — e sur le bord de K 2r . Donc l'ensemble O := {(z,t) £ 
C N ; w(z, t) + 2e < 0} est relativement compact dans K 2r . De plus K r CC O. 
Soient 

( 1 \ |z| 2 + |i| 2 — 4r 2 

c r = — sup w(z,t) = O ( — M | ) et g(z,t) 

D'après le lemmeO 



log(l + 2r) J 4r 2 



T A(dd c g) n+m - 1 < c-^™- 1 ) / T A (dd c w) n+m ~ 1 
< c- (n+m ~ 1) / T f\{dd c w) n+m ~ l 

JK 2r 

Donc 

(3-2) / T A (/3 2 + i < 0( r )G T (2r). 

' •/ K r 

/ 4 \n+m-l 

° Ù9(r)= ( C ..lo g (l + 2r) ) ^ e t 9,(2r) = y^TA (ti< f(„ + „)r»«-'. 
Comme c r log(l + 2r) est bornée indépendamment de r, il existe a > tel 
que 0(r) < a pour tout r > (suffisamment grand). Par raison de degré, 



(3.3) 

9 T (2r) = / T A (dd c (u + i>)) 



n+m— 1 

± i \ \llu, y a tu)) 

K 2r 

c„,\n- 1 



= C%_ x / TA (d^n)™- 1 A (dd c v) m + Cft_! / TA (dd c u) n A 

J K 2 r J K 2r 

Aidd^) 771 - 1 

= C^_ x / TA^u)"- 1 A{dd c v) m + 

JM n (2r)xD' 

+C%_ X f TA {dd c u) n A (dcf v)" 1 " 1 

iDxB m (2r) 

< hC^ [ TA (dd c u) n - 1 A (3™+ 

JM„(2r)xD' 

+b 2 C^_ l f TA A (dd^)™- 1 

JDxM m (2r) 

où b\ et b 2 sont deux constantes positives qui dépendent uniquement de D' 
et D respectivement. 

Soient /(*) = et g 2 (z) = où k := 1 + 3e^ A , f est 

psh sur C n , -1 < f(z) < sur B n (3r) et -1 < g 2 (z) < sur B n (3r). Le 
lemme [6] appliqué à /, g et K = B n (2r) donne 



/ 

•73 



n— 1 

\n-l 



T A (dd c g 2 ) n - 1 A PT < U / T A (<**7) A W 

n (2r)xD' \0/ Jl„(3r)xD' 



ORDRES DES COURANTS POSITIFS PLURIHARMONIQUES 



17 



on obtient donc 

n-l 



/ 



T A {dd'uT- 1 A (3? < Q log(«r)) " ^ T ,D>)(3r). 



,(2r)xO' 

De la même façon on démontre que 

m— 1 



L 



/£>xB m (2r) 

L'inégalité (|3.3p donne 
(3.4) 



T A A {dd c v) m ' 1 < f - log(«r) J ^ (DiT )(3r). 



rA(dd c (« + «)) n+m - 1 < &iC^_ x (~log(w)J ^ ( D,T)(3r)+ 

+62C^_ 1 Ulog(«r)J ^T,D')(3r). 



D'après les inégalités (|3.ip . (|3.2p et (|3.4p . on déduit que 

^r(r) < c 1 (log(Kr)) n - 1 ^ Til3 , ) (3r) + c 2 (log(/ î r)) m ^ 1 ^ iT) (3r) 

où ci,C2 sont deux constantes positives. Un calcul simple montre alors que 

\og{v T {r)) , T + Nlog log(Kr) (\og(jV{ T>D ){?>r)) log(^#( D / jT )(3r)) 

^ ■ \- max 



logr logr y logr logr 

et par passage à la limite supérieure quand r tend vers +oo, on trouve 
g<max(e(T,D),Q(D',T))- D 
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